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2.4  Darstellung beliebiger Funktionen in CAD-Systemen

Mit der Spline-Interpolation (Abschnitt 2.2) gelingt es, mit abschnittsweise gultigen Funktio-
nen eine Punktmenge so durch eine Kurve zu verbinden, dal3 zwischen den Stutzstellen ein
weites Ausschwingen vermieden wird. Die Ausgleichsrechnung (Abschnitt 2.3) 143t ohne den
Zwang, die Stitzstellen tatsachlich treffen zu mussen, besonders glatte Kurven entstehen,
wenn der Grad des Ausgleichspolynoms nicht zu grofl3 gewéhlt wird, was dann jedoch unter
Umsténden mit einer schlechteren Anpassung an die Stitzstellen bezahlt werden muf3.

Fur die Darstellung beliebiger Funktionen, die durch eine Punktmenge definiert werden, hat
sich in CAD-Systemen (auch in der NC-Programmierung) eine auf den franzdsischen
Mathematiker Bézier zuriickgehende Idee durchgesetzt, der fir die Karosseriekonstruktion bei
der Firma Renault am Anfang der 70er Jahre spezielle Spline-Kurven verwendete, die im
Gegensatz zu der Spline-Interpolation, die im Abschnitt 2.2 beschrieben wurde, nicht alle
Stitzstellen treffen (deshalb werden fur die Punkte oft auch die Ausdriicke "Kontroll"-,
"Leit"- oder "Steuer"-Punkte verwendet, hier wird weiter von Stltzstellen gesprochen).

Alle inzwischen gebrduchlichen Varianten dieses Verfahrens erzeugen eine durch n+1
Punkte definierte Funktion als Summe sogenannter Basispolynome B; ... Mit den Stutzstellen
(X0, Yo)s (X1, Y1), -, (X,,Y,,) lassen sich die Funktionen in Parameterdarstellung folgenderma-
Ren formulieren:

X(I) - xOBO,m(Z) * xl Bl,m(t) o F ann,m(t) ’
y(t) = yoBo,m(t) Y, Bl,m(t) + oL yan,m(t) , O<t<n-m+1 (2.15)
(eine Erweiterung auf Raumkurven ist durch Hinzufugen einer dritten Beziehung fiir die z-
Koordinate zu (2.15) leicht zu realisieren). Man beachte, dal3 bei vorgegebenen Basispolyno-
men Kkeine Ansatzparameter auszurechnen sind, die Approximationsfunktionen werden
"einfach aufgeschrieben”.

Als Basispolynome B; , fir (2.15) werden die sogenannten Bernstein-Polynome oder die
sogenannten B-Spline-Funktionen verwendet, der Index m kennzeichnet den Grad des
Polynoms.

Hinweis: Leider fangt alles mit "B" an ("Bézier", "Bernstein”, "B-Spline"), was zu
Verwechselungen fiihren kann und zu unterschiedlichen Bezeichnungen in der
Literatur gefiihrt hat. Also: B-Spline ist nicht die Abkurzung fiir Bézier-Spline
(sondern fir "Basic Spline Curve").

VVon manchen Autoren werden die mit Bernstein-Polynomen gebildeten Beé-
zier-Funktionen als Alternative zu den B-Splines behandelt, die sich nach
deren Terminologie dann aus "Basis-Funktionen™ (noch ein "B") zusammen-
setzen, andere unterscheiden zwischen Bézier-Bernstein- (Basis sind die
Bernstein-Polynome) und Bézier-B-Spline-Approximation (Basis sind die B-
Spline-Funktionen). Alles klar?

Zur Klarstellung: Hier werden alle Approximationen nach (2.15) als Bézier-Approximationen
bezeichnet und zuné&chst (im Abschnitt 2.4.1) auf der Basis von Bernstein-Polynomen
behandelt, die Bézier-Approximation auf der Basis von B-Spline-Funktionen wird im Ab-
schnitt 2.4.2 besprochen.
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2.4.1 Bézier-Bernstein-Approximation

Fur diesen Fall gilt m =n (Grad der Approximationsfunktionen (2.15) ist um 1 Kkleiner als
die Anzahl der Stitzstellen). Die nur flr den Bereich 0 <t < 1 definierten

Bernstein-Polynome n-ten Grades

B, (1) - (’:) (1 -5y (2.16)

haben z. B. fir n =3 folgendes Aussehen:

By,=1-3t+3¢+ ¢

B ;= 3t - 617 31,
B,, - 3¢ - 38, (2.17)
B, , = r

Die Bezier-Bernstein-Approximation mit 4 Stutzstellen (X,,Y,), (X;,Y1), (X5,¥5), (X3,Y3)
wirde also beschrieben werden durch:

x(0) = x,(1-3¢+432+08%) + x, 3t -6 +3¢%) + x, (3> -30°) + x, 17, (2.18)
y(1) =y, (1-3¢+32+8) +y (3t-67+31) +y,(3t>-3¢) +y, ¢° '
In der MATHLIB-Library steht eine DOUBLE-PRECISION-FUNCTION BZBERN_M zur
Verfligung, mit der der Funktionswert an der Stelle t (im Intervall 0 <t < 1) eines beliebi-
gen Bernstein-Polynoms B; |, (t) berechnet werden kann.

Das auf dem NOVELL-Server ebenfalls verfligbare Beispielprogramm BZBERNO1 berechnet
mit Hilfe von BZBERN_M alle Bernstein-Polynome fir ein vorzugebendes n und stellt sie
graphisch dar. Die nachfolgenden Bildschirm-Schnappschisse zeigen die 4 Bernstein-Polyno-
me fir n = 3, wie sie von den Gleichungen (2.17) beschrieben werden (linkes Bild), und die
11 Bernstein-Polynome fir n = 10.

Bernstein-Basis-Polynome Bernstein-Basis-Polynome

Anzahl der Abschnitte:

Man erkennt eine typische Eigenschaft der Bernstein-Polynome: Die beiden Polynome fir
I =0 und i =n nehmen an den Réndern den Wert 1 an, alle tbrigen Bernstein-Polynome
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verschwinden an beiden R&ndern (dies ist der Grund fir die erste der nachfolgend formu-
lierten Eigenschaften der Bézier-Bernstein-Approximationen).

Fur Bézier-Bernstein-Approximationen beliebigen Grades gelten folgende Eigenschaften,
die sich zum Teil auf das sogenannte "Stitzpolygon" (Polygonzug durch alle Stutzpunkte)
beziehen und sich am Spezialfall (2.18) leicht bestatigen lassen:

. Die Bézier-Bernstein-Kurve hat mit
dem Stutzpolygon den Anfangspunkt
(Xo,Yp) und den Endpunkt (x,,Y,)
gemeinsam (man (berzeugt sich
leicht durch Einsetzen der Parame-
terwerte t=0 bzw. t=1 in die
Beziehung (2.18)). Die (brigen
Punkte beeinflussen den Verlauf
(Uben eine "Anziehungskraft" auf 7]
die Kurve aus).

2 -
===

"Konvexe Hiille"

) ] Bézier-Bernstein-Approximation fur n = 5
. Die Richtung der Tangente der

Bézier-Bernstein-Kurve im Punkt

(Xg,Yp) stimmt mit der Richtung des 1. Segments des Stutzpolygons (Segment zwi-
schen den Punkten P, und P;), im Punkt (x,,,y,) mit der Richtung des letzten Seg-
ments des Stiitzpolygons uberein.

. Die Bézier-Bernstein-Kurve liegt vollstdndig innerhalb der konvexen Hille der
Stltzpunkte ("Konvexe Hulle": Man denke sich ein Gummiband um sémtliche
Stltzpunkte gelegt).

Fir Bézier-Bernstein-Approximationen mit 4 Stlitzpunkten (n = 3), P
wie sie von den Funktionen (2.17) und (2.18) beschrieben werden, B y
18Rt sich die entstehende Kurve sehr schon mechanisch deuten:
Man stelle sich eine elastische Biegefeder ("Spline™) vor, deren p

2

Endpunkte mit den Punkten P, und P; zusammenfallen. An den
Endpunkten sind (parallel zur Biegefeder) zwei starre Hebel fest B
angeschweil3t. Diese werden nun (durch Drehung um P, bzw. P;) Biegefeder-Modell fiir n = 3
auf die Verbindungslinien von P, und P; bzw. P; und P, ausge-

richtet. Dann nimmt die Biegefeder die Form der Bézier-Bernstein-

Kurve an (unbelasteter Biegetrager, dem an den Endpunkten vorgeschriebene Biegewinkel
aufgezwungen werden).

Fur Bézier-Bernstein-Approximationen mit n > 3 gilt das beschriebene "Biegefeder-Modell"
nicht mehr, die Tangentenrichtung in den Endpunkten wird allerdings auch in diesem Falle
von den jeweiligen Nachbarpunkten definiert.

Fur grofe Werte von n konnen die Approximationsfunktionen erheblich vom Stiitzpolygon
abweichen. Der Einflul3 des einzelnen Punktes auf den Verlauf l&l3t dann nach, obwonhl jede
Koordinatenanderung den gesamten Verlauf der Funktion andert.

Die nachfolgenden Bildschirm-Schnappschisse wurden mit dem Programm BEZIER erzeugt
(im Abschnitt 2.4.2 beschrieben). Sie zeigen jeweils Bézier-Bernstein-Approximationen fur
n =10 einschliellich der 11 Stitzpunkte und dem Stutzpolygon. Man erkennt (besonders im
rechten Bild) die Abweichungen der Kurven von den Stutzpunkten:
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Bézier-Bernstein-Approximationen weichen ... ... zum Teil erheblich vom Stiitzpolygon ab

. DaR der Grad der Bézier-Bernstein-Polynome an die Anzahl der Stutzstellen gekop-
pelt ist, kann sich bei einer sehr groRen Stitzstellen-Anzahl nachteilig auswirken. Da
sich die Anderungen einer einzigen Punktkoordinate ohnehin immer auf den gesamten
Verlauf auswirken, fuhrt dies bei Polynomen hoheren Grades zu einem "instabilen
Verhalten", bei dem ganz geringfiigige Anderungen der Kurve einen deutlich ge-
anderten Verlauf aufzwingen. Abhilfe kann die gleiche Strategie schaffen, die bei den
natirlichen Splines (Abschnitt 2.2) verfolgt wurde: Es werden abschnittsweise Bézier-
Bernstein-Polynome niedriger Ordnung verwendet, die an den Nahtstellen auf ge-
eignete Weise verbunden werden mdssen.

Hierbei zeigt sich eine Eigenschaft der Bézier-Kurven, die gleichzeitig eine Stérke und eine
Schwache dieser Approximationsfunktionen ist. Der erhebliche Vorteil, dal die Bézier-
Funktionen einfach mit den Stutzstellen-Koordinaten aufgeschrieben werden konnen (es
mussen keine Ansatzparameter berechnet werden), bedeutet natlrlich auch, dafl fur eine
weitere (benachbarte) Funktion ein selbstdndiger Ausdruck formuliert wird, der durch
keinerlei "Ubergangsbedingungen™ (wie bei den natiirlichen Splines) mit seinem Vorganger
gekoppelt ist. Fiir den "gewiinschten Ubergang” muR der Konstrukteur selbst sorgen.

Interaktiv kdnnen zwei Funktionen auf
bequeme Art aneinandergesetzt werden.
Wenn der erste Nachbarpunkt nach der
Nahtstelle auf einer Geraden mit den  p
beiden letzten Punkten des vorherigen
Abschnitts liegt, stoRen auch die beiden
benachbarten Bézier-Funktionen tangenti-
al aneinander, anderenfalls entsteht eine Drei Bézier-Bernstein-Funktionen

Ecke mit einem Winkel zwischen den

Tangenten, der exakt definierbar ist. Die

Skizze zeigt beide Varianten: Wéhrend die mit den Punkten Py bis P; bzw. Q, bis Q,
erzeugten Funktionen im gemeinsamen Punkt P; = Q, eine Ecke bilden, gehen die mit den
Punkten Q, bis Q; bzw. R, bis R; erzeugten Funktionen tangential ineinander tber, weil die
drei Punkte Q,, Q3 = R,y und R, auf einer Geraden liegen.

Q, s =1

1o

Diese einfache Mdglichkeit, auf die Ubergange EinfluR zu nehmen, wird von dem interaktiv
mit einem CAD-System arbeitenden Konstrukteur natiirlich geschatzt.
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2.4.2 Bézier-B-Spline-Approximationen

Mit den sogenannten "B-Splines" als Basisfunktionen der Bézier-Approximation (2.15)
gelingt es, alle Vorteile der Bézier-Bernstein-Approximation bei Ausschaltung der Méngel zu
erhalten. Insbesondere gelingt die Entkopplung des Grades m der Polynomfunktionen von der
Anzahl der Stutzstellen n+ 1 (in dieser Hinsicht besteht eine Verwandtschaft mit den natirli-
chen Splines). Man bezahlt die Vorteile mit einem hoheren Aufwand bei der Berechnung der
Funktionswerte fur die Basisfunktionen, deren rekursive Definition etwas kompliziert aus-
sieht, was den Anwender, der die Auswertung der Formeln einem Programm Ubertrégt, aber
nicht berdhrt.

Definition der B-Spline-Basisfunktionen:

L fir t<t<y

i+1

B, (1) = (2.19)
' 0  sonst
~ Loker 7 L
B, (1) = By (1) B, i (2.20)
ikt itk+1 " tivl
Da diese Basisfunktionen fur alle Stitzstellen i =0,1,..,n berechnet
werden missen, nehmen die Indizes der t in (2.19) und (2.20) die Werte
j=0,1,...,n+m+1 an (mist der zu wahlende Grad der Basisfunktionen).
Die t; missen wie folgt in (2.19) und (2.20) eingesetzt werden:
0 fiir jsm
L=yJ-m Siir m+1 <j<n (2.21)
n-m+1 fiir j>n

Bei der Auswertung von (2.20) kénnen Ausdriicke der Form '0/0" auf-
treten, fir die jeweils der Wert 0 angenommen werden muR.

Der Definitionsbereich fir die B-Spline-Basisfunktionen entspricht dem
Bereich, den auch die ganzzahligen t;—~Werte nach (2.21) annehmen kénnen:

0 <t < n-m~+1 (2.22)

Die Berechnung einer B-Spline-Basisfunktion B; ., nach dem Formelsatz (2.19) bis (2.22)
beginnt mit der Ermittlung von m+1 Werten B, o, Bi,; o, ... , Bjsyy o Nach (2.19), damit
lassen sich dann m Werte B; ;, B;,; 1, ..., Bjs-1 1 Nach (2.20) berechnen usw., bis sich
schlieBlich der Wert fir B, | ebenfalls nach (2.20) ergibt.

Da die Definition der Bézier-B-Spline-Approximation nach (2.15) im Zusammenhang mit
(2.19) bis (2.22) zundchst doch etwas verwirrend erscheinen mag, sollen die wichtigsten
Aussagen noch einmal zusammengestellt werden:
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¢ Gegeben sind n+ 1 Punkte (Xy,¥p), (X1,Y1), -, (X,,¥,). Unabhdngig von der
Anzahl der Punkte wird der Grad der B-Spline-Basisfunktionen m festgelegt.

¢ Die Parameterdarstellung der Bézier-B-Spline-Approximation kann dann in der Form

x(t) = xOBO’m(t) + xlBl,m(t) + ... +x B (1) ,

non,m

2.23
y(0) = yoBy (1) = ¥, B, (1) + . <v,B, (1) (2.23)

aufgeschrieben werden, wobei die B, ., rekursiv nach (2.19) bis (2.22) definiert sind.

¢ Die von (2.23) beschriebene Kurve Uberstreicht den Bereich vom Punkt (X,,Y,) bis
zum Punkt (X,,Y,), wenn der Parameter t das Intervall

0 <t < n-m+1
durchlauft.

. Beispiel: Wenn fur n = 10 (11 Punkte) B-Spline-Basisfunktionen 3. Grades (m = 3)
verwendet werden, dann muf3 (2.23) fir das Intervall 0 <t < 8 ausgewertet werden.

In der MATHLIB-Library steht eine DOUBLE-PRECISION-FUNCTION BSPLIN_M zur
Verfligung, mit der der Funktionswert an der Stelle t (im Intervall 0 <t <n-m+1) einer
beliebigen B-Spline-Basisfunktion B; . (t) berechnet werden kann. Der Programmierer
braucht sich also um die Auswertung der Formeln (2.19) bis (2.22) nicht weiter zu kimmern.

Das auf dem NOVELL-Server ebenfalls verfugbare Beispielprogramm BSPLINO1 berechnet
mit Hilfe von BSPLIN_M alle B-Spline-Basisfunktionen eines vorzugebenden Grades m und
fir ein vorzugebendes n, und stellt sie graphisch dar. Die nachfolgenden Bildschirm-
Schnappschisse zeigen fir n =10 die jeweils n+ 1 B-Spline-Basisfunktionen 3. Grades
(m=3) bzw. 1. Grades (m = 1).

B-Spline-Basisfunktionen B-Spline-Basisfunktionen

n=10, m=3, t=0..8

Man erkennt eine besonders wichtige Eigenschaft der B-Spline-Basis-Funktionen: Sie sind
nur in einem relativ schmalen Bereich von Null verschieden (je kleiner der Grad der Ansatz-
funktionen, desto schmaler ist dieser Bereich). Damit unterscheiden sie sich von den Bern-
stein-Polynomen, die im gesamten Definitionsbereich (bis auf eine Nullstelle) von Null
verschieden sind.

Gemeinsam mit den Bernstein-Polynomen haben die B-Spline-Basisfunktionen die Eigen-
schaft, fur 1 =0 und i = n an den R&ndern den Wert 1 anzunehmen, wahrend alle tbrigen
Polynome an beiden Ré&ndern verschwinden.
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Die wichtigsten Eigenschaften der Bézier-B-Spline-Approximationen werden nachfolgend
zusammengestellt (die Bildschirm-Schnappschisse, die diese Eigenschaften an Beispielen
demonstrieren, wurden mit dem Programm BEZIER erzeugt, das auf dem NOVELL-Server
verfugbar ist):

¢

Alle fiir die Bézier-Bernstein-Appro-
ximationen aufgelisteten Eigenschaf-
ten (Abschnitt 2.4.1) gelten auch fur
die Bézier-B-Spline-Approximationen
(Anfangs- und Endpunkte sind mit
den Anfangs- und Endpunkten des
Stltzpolygons identisch, Tangenten-
richtungen in diesen Punkten stimmen
mit den Tangentenrichtungen des
Stltzpolygons (berein, Kurve liegt
vollstandig innerhalb der "konvexen
Hulle" der Stutzpunkte).

Fur m=1 (lineare B-Spline-Basis-
Polynome) ist die Bézier-B-Spline-
Approximation mit dem Stltzpolygon
identisch.

Fur m=n (Grad der B-Spline-Ba-
sispolynome ist um 1 Kleiner als die
Anzahl der Stitzstellen und entspricht
damit dem Grad der Bernstein-Poly-
nome) ist die Bézier-B-Spline-Ap-
proximation mit der Bézier-Bernstein-
Approximation identisch.

Je niedriger der Grad der B-Spline-
Basisfunktionen ist, desto besser ist
die Anpassung der Bézier-B-Spline-
Approximation an das Sutzpolygon
(man vergleiche den nebenstehenden
Bildschirm-Schnappschuf3). Deshalb
werden besonders gern Basisfunktio-
nen mit m=2 oder m=3 verwen-
det.

Bézier-B-Spline-Approximationen
passen sich besser an den Stitzpoly-
gonzug an als die Bézier-Bernstein-
Approximationen (Ausnahme ist der
Fall m = n).

Demonstration der Bézier-B-Spline-
und Beézier-Bernstein-Approximationen

n =10, m=3 und m =1 (Stltzpolygon)

Demonstration der Bézier-B-Spline-
und Beézier-Bernstein-Approximationen

m =3 und Bézier-Bernstein-Approximation

Demonstration der Bézier-B-Spline-
und Beézier-Bernstein-Approximationen

B-Spline-Approximationen: n =12, m=3und m=6

Da die B-Spline-Basispolynome nur in einem (bei kleinem m sehr schmalen) Bereich
von Null verschieden sind, konnen die Bézier-B-Spline-Approximationen lokal
kontrolliert werden: Die Anderung eines Punktes hat im allgemeinen nur Auswirkun-
gen auf die Bereiche in der N&he dieses Punktes (genau auf m+ 1 Bereiche, bei
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m=3 z.B. an jeWGHS ZWQi Berei_ Demonstration der Bézier-B-Spline-
che links bzw. rechts vom geénderten und Bézier-Bernstein-Approximationen
Punkt). Der nebenstehende Bild-
schirm-Schnappschul? zeigt die Aus-
wirkung der Verschiebung eines
Punktes, der vorher etwa in der Mitte
der Zeichenflache lag, nach oben.

. Wenn mindestens m+ 1 Punkte des
Stltzpolygons auf einer Geraden
liegen, dann ist auch die Bézier-B-
Spline-Approximation in diesem Be-
reich eine Gerade (es konnen exakt
linear verlaufende Teilstlicke realisiert werden).

Auswirkung der Verschiebung eines Punktes (m = 3)

¢ Es ist moglich, zwei oder mehr identische Punkte in die Punktfolge einzufligen, die
dann eine entsprechend "vergroRerte Anziehungskraft" auf die Kurve ausiiben. Bei
m+ 1 (oder mehr) identischen Punkten, verlduft die Kurve durch diese Punkte. Da die
Kurve an solchen Stellen eine theoretisch unendlich grofle Krimmung realisieren
kann, hat man damit auch die Mdéglichkeit, einen "Knick" in den Kurvenverlauf
einzuflgen.

Demonstration der Bézier-B-Spline-
und Beézier-Bernstein-Approximationen

Demonstration der Bézier-B-Spline-
und Beézier-Bernstein-Approximationen

Bézier-B-Spline-Kurve mit linearen Teilstiicken Knick"-Punkte, realisiert durch identische Punkte

Aufgabe 2.6:] Man starte das Programm BEZIER und erzeuge Bézier-Splines, mit denen
alle aufgelisteten Eigenschaften der Bézier-B-Spline- und der Bézier-Bern-

stein-Approximationsfunktionen deutlich werden.

Hinwes: Das Programm BEZIER arbeitet bei der Punkt-Eingabe mit sogenanntem
"Rubber Bending": Bei jeder Mausbewegung oder Betatigung einer Cursor-
Taste wird der Punkt, den die aktuelle Lage des Cursors kennzeichnet, als
"vermutlich ndchster Punkt" angenommen und die sich damit ergebende Kurve
berechnet und gezeichnet. Dies ist aulerordentlich aufwendig und kann von
weniger leistungsfahigen Computern kaum mit angemessener Reaktionszeit
realisiert werden. Man sollte in diesem Fall das "Rubber Bending" (durch
Wahl des entsprechenden Menliangebots) abschalten.
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2.4.3 Bézier-Flachen

Die Approximation gekrimmter Flachen kann nach den gleichen Prinzipien erfolgen wie die
Bézier-Approximation gekrimmter Kurven. Im Gegensatz zu den in der Ebene verteilten
n+1 Stltzpunkten fur die Beschreibung ebener Kurven wird ein Stutzpunkt-Netz mit
(ng+1)-(n,+ 1) Punkten

(X”-,yij,Zij), iZO, 1, ey Ng j:O, 1, ey Ny

zur Definition der Flache verwendet. Man beachte, dal (wie bei der Kurven-Approximation)
die Reihenfolge der Stutzstellen eine wesentliche Rolle spielt. Man sollte sich die Punkt-
menge als Matrix mit (ng+ 1) Zeilen und (n, + 1) Spalten vorstellen. Jede Zeile definiert dann
eine Bézier-Kurve, ebenso jede Spalte. Diese zweiparametrige Kurvenschar ist das "Gerst"
fur die zu approximierende Flache.

Wie bei der Bézier-Bernstein-Approximation von Kurven bestimmt die Anzahl der Stutz-
punkte den Grad des zu verwendenden Bernstein-Polynoms. Da das Stitzpunkt-Netz mit
unterschiedlichen Werten fur ng bzw. n, definiert sein kann, werden im allgemeinen allerdings
"Bernstein-s-Polynome" und "Bernstein-t-Polynome" unterschiedlichen Grades verwendet
werden mussen, beide sind allerdings durch die gleiche Definition nach (2.16) festgelegt.
Analog zu (2.15) kann die Parameterdarstellung der Bézier-Bernstein-Flache wie folgt
aufgeschrieben werden:

IZS Ilr

x(s,t) = }E: }E: X, ‘Buns(s) l%ﬂg(t) .

i-0 j-0

y(s,0) = Y, B, (s) B, (1) , (2.24)
i-0 j-0 ! !

z(s,1) = z; B;,(s) B, (1)
i-0 j-0 o o

Die Parameter s und t nehmen dabei die Werte 0 <s<1 und 0<t<1an.

Die Bézier-B-Spline-Flachen werden mit den B-Spline-Basisfunktionen nach (2.19) bis
(2.22) aufgeschrieben, deren Grad m, (bzw. m,) unabhéngig von der Anzahl der Stitzstellen
ist (mg und m, dirfen durchaus unterschiedlich sein):

IZS Ilr

X(S,t) = Z Z xl] Bi;i’lx(s) B]"m[(t) s

i-0 j=0

y(s,0) =Y ¥ y; B, (s) B, (1) , (2.25)
i-0 j=0 ¢ !

Z(S’t) - Zij Bim (S) B] mn (t)
i=0 j=0 o o

Die Parameter s und t nehmen dabei analog zu (2.22) die Werte 0 <s<n,-mi+ 1 und
O<st<n -m+1 an.

Auf die beiden Bézier-Flachen-Approximationen (2.24) und (2.25) Ubertragen sich sinngeman
die Eigenschaften der entsprechenden Kurven-Approximationen.



