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Aufgabe 10.1  Man zeige, daR die erste Ableitung der Funktion y=ax?+ b x + ¢ fiir einen beliebigen
Punkt x; durch die zentrale Differenzenformel exakt wiedergegeben wird.

Aufgabe 10.2  Man stelle fur die Funktion
y=4(2-5x)e ?*
eine Wertetabelle im Intervall 0 < x <1 (Schrittweite Ax = 0,2) auf und ermittle

a) mit Hilfe der einfachen zentralen Differenzenformeln die erste Ableitung y' an den Zwischenpunkten
x=0,1;0,3; .. und die zweite Ableitung y" an den Punkten x =0,2; 0,4 ; 0,6 ; 0,8

b) und mit Hilfe der verbesserten Differenzenformeln die erste Ableitung y' und die zweite Ableitung y" an
den Punkten x =0,4 ; 0,6.

Man vergleiche alle Ergebnisse mit den exakten Werten.

Aufgabe 10.3

) EI o ..

% Ein Biegetrdger (Doppel-T-Trager 1100 nach

ﬁ VAN 7\ DIN 10?5) ist wie ski_zziert_gelagert. Da_ die Bela-
777 2 7777 stung nicht bekannt ist, wird zur Ermittlung der

| a O—s> a Beanspruchung des Trégers im rechten Teil eine

= =

Verschiebungsmessung durchgeftihrt.

Es wurden die in der Tabelle zusammengefaliten Durchbiegungen
Zla v; [mm] gemessen.
0 0 Geg.. a= 1200 mm ;
E = 2,1:10° N/mm? (Elastizitatsmodul) ;
0,2 1,113 | =171 cm* (Fl4chentragheitsmoment).
0,4 2,126 Man ermittle n&herungsweise (numerische Differentiation) fur den
Bereich
06 | 2393 erete
0,8 1,612 02ac<z<08a
1 0 die Biegemomente (M, = - EIv").

Hinweis: Fir die Punkte z=0,2a; 0,4 a; 0,6a; 0,8 a konnen die einfachen zentralen Differenzenformeln
verwendet werden, fir die Punkte z=10,6 a; 0,8 a auch die verbesserten Differenzenformeln.

Man vergleiche die N&herungsergebnisse mit den (auf anderem, recht milhsamem Wege) ermittelten exakten
Ergebnisse:

Zla 0,2 0,4 0,6 0,8

M, [Nm] 715 4829 6796 5544

Aufgabe 10.4  Man leite die Formel flr die Simpsonsche Regel her, indem man eine quadratische Parabel
durch die drei dquidistanten Punkte mit den x-Koordinaten a, (a+b)/2, b und den zugehdrigen
y-Koordinaten yj, y;, ¥, legt und diese Funktion lber das Intervall a < x < b integriert.
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Aufgabe 10.5  Es ist ein Programm NUMIN1 zur numerischen Losung des bestimmten Integrals

x‘1 3
s=f\J1+(a 72£cosxdx
R R

X :Xo

(Bogenlénge der Zykloide) zu schreiben, das mit einer vorzugebenden Anzahl N (Abschnitte, in die das
Integrationsintervall zu unterteilen ist) einen N&herungswert

a) unter Verwendung der zusammengesetzten Trapezformel und
b) - nur, wenn N eine gerade Zahl ist - auch unter Verwendung der zusammengesetzten Simpsonschen Regel
ermittelt und ausgibt.

Eingabewerte: Xor X1 - Integrationsgrenzen,
N - Anzahl der Integrationsabschnitte,
a/R - Problemparameter.

Fir a/R =1 (gespitzte Zykloide) und x,=0, Xx; = 21t (eine Umdrehung des Rades, das die Zykloide erzeugt)
sind die fur verschiedene Werte von N zu ermittelnden Ergebnisse mit der exakten Losung zu vergleichen.

Aufgabe 10.6  Die Genauigkeit des Ergebnisses der numerischen Integration kann nur recht schwierig

abgeschétzt werden. Deshalb werden fir die Programmierung Verfahren mit "sukzessiver
Intervallhalbierung” bevorzugt: Das Integrationsintervall wird immer feiner unterteilt (doppelte Anzahl von
Abschnitten in jedem Schritt gegeniiber dem vorigen Schritt), bis die Anderung des Ergebnisses zweier
aufeinander folgender Schritte kleiner als eine vorzugebende Schranke ist.

Dabei ist es uneffektiv, in jedem Schritt alle Funktionswerte zu berechnen, da ja jeweils die Halfte dieser
Funktionswerte bereits im vorhergehenden Schritt berechnet wurden. Andererseits ist es auch nicht erforderlich,
alle errechneten Funktionswerte in einer (immer gréBer werdenden) Wertetabelle zu speichern.

Fur die zusammengesetzte Trapezregel ist eine Formel zu entwickeln, die bei einer Einteilung des Integrations-
intervalls in 2n Abschnitte das Ergebnis I, unter Verwendung des im vorherigen Schritt ermittelten Ergebnisses
I, errechnet, so daR fir die Berechnung von I,,, nur n neue Funktionswerte berechnet werden massen.

Da auch die flr den aktuellen Schritt zu errechnenden Funktionswerte nicht zwischengespeichert werden mussen
(die Formeln zur numerischen Integration erlauben ein stdndiges Aufsummieren), ist das beschriebene Verfahren
(unter Verwendung der zu ermittelnden Formel) selbst fur programmierbare Taschenrechner geeignet.

Aufgabe 10.7  Es ist ein Programm NUMIN2 zur numerischen Ldsung des bestimmten Integrals der Aufgabe

27 zu schreiben, das nach der Strategie der "sukzessiven Intervallhalbierung" auf der Basis der
zusammengesetzten Trapezformel die Rechnung erst abbricht, wenn sich zwei aufeinanderfolgende Néherungen
nur um eine vorzugebende Toleranz € unterscheiden. Im Gegensatz zum Programm NUMINL soll also nicht N
(Anzahl der Integrationsschritte) sondern € als Eingabewert vorgegeben werden.

Neben dem Ergebnis fur das Integral soll auch die Anzahl der Abschnitte, in die das Integrationsintervall
schlieRlich unterteilt wurde, ausgegeben werden.

Aufgabe 10.8  Das Programm NUMIN2 ist zum Programm NUMIN3 zu verbessern, indem nach Erreichen
der gewinschten Genauigkeit noch eine Richardson-Verbesserung des Ergebnisses unter
Verwendung der beiden letzten N&herungen ergénzt wird.

Aufgabe 10.9  Auf der Basis der Strategie, die fiur das Programm NUMIN2 realisiert wurde, ist ein Pro-
gramm ROMB1 zu schreiben, das die sukzessive Intervallhalbierung fur die Trapezregel mit
der Verbesserung nach Romberg verknupft.

Nach jedem Intervallhalbierungs-Schritt soll der komplette Satz von Romberg-Verbesserungen ausgewertet
werden, der bei dem aktuellen Stand der Berechnung mdglich ist. Die Rechnung soll abbrechen, wenn die
Verbesserung kleiner als eine vorzugebende Schranke wird.
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Aufgabe 10.10 Man modifiziere eines der fir die numerische Integration geschriebenen Programme so, daf3
es das in der Statistik sehr wichtige (und in geschlossener Form nicht lésbare) Integral

A
I:fede
x=a

berechnet (und freue sich dartber, daf man bereits beim Schreiben der anderen Programme an die moglichst
einfache Modifizierbarkeit gedacht hat).

Aufgabe 11.1  Man berechne samtliche Lésungen:

a) V5 - 120 = .. ; b) V27 = ..

Aufgabe 12.1  Ein Seil wird wie skizziert Uber
einen starren Kreiszylinder geftihrt.
Durch die Haftreibung zwischen Seil und Zylinder
(Haftreibungskoeffizient p,) bleibt das Seil auch bei
unterschiedlichen Kraften F, und F, in Ruhe.

Dann gilt fur die von ¢ abhéngige Kraft Fgim Seil
die Differentialgleichung

dF

s
—d(p - KoFg =0

Gegeben:  ,, F; .

Man bestimme die Seilkraft Fg als Funktion von ¢. F2
Aufgabe 12.2  Man bestimme die Funktion y(x) des Querschnitts eines rotationssymmetrischen Spiegels, der

paralleles Licht so ablenkt, daB alle Lichtstrahlen durch einen Punkt (Brennpunkt) gehen.

Hinweis: Ohne Einschrankung der Allgemeinheit darf angenommen werden, daf3 der Brennpunkt der
Nullpunkt ist und die auf den Spiegel auftreffenden Lichtstrahlen parallel zur x-Achse gerich-
tet sind. Fir die Losung der Differentialgleichung substituiere man z = y/x.

Aufgabe 12.3  Die Differentialgleichung
y//// -y=0

hat die Partikularlésungen

y,=e" ; y,=e* ; y;=coshx ; y,=sinhx
(man Uberzeuge sich durch Einsetzen). Ist mit diesen vier Partikul&rlésungen ein Fundamentalsystem fiir die
Differentialgleichung gegeben?

Aufgabe 12.4  Eine Masse m ist an einer elastischen Feder aufgehdngt. Sie wird

um die Strecke x = x, ausgelenkt (in der Lage x =0 ist die
Feder entspannt) und zum Zeitpunkt t = 0 ohne Anfangsgeschwindigkeit freige-
lassen.

V@'

Die freie ungedampfte Schwingung wird durch die Differentialgleichung
mxi +cx=mg

beschrieben.

AAAAAANA

Gegeben: m,c, X .

>

>
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/
>

>

m

Man ermittle die allgemeine Ldsung der Differentialgleichung und die Funktion
x(t) fur die gegebenen Anfangsbedingungen.

X
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Aufgabe 12.5  Zahlreiche Probleme der technischen Physik (Elastizitatstheorie, Schwingungsuntersuchungen,
Stabilitatsprobleme, Berechnung rotationssymmetrischer Behdlter, ...) fihren auf Sonderfélle
der Differentialgleichung

a

d*y(x)
3 (x) 7dx2

a +o(x)y(x) = r(x)

+ i{b(x) dy(x)
dx dx

dx

Mit Hilfe der einfachen zentralen Differenzenformeln mit der Schrittweite h ist fir einen beliebigen Punkt i die
Differenzengleichung aufzuschreiben, die diese Differentialgleichung annéhert.

Aufgabe 12.6  Fr den auf einer Unterlage elastisch gebet-

teten Trager wird angenommen, daf die
durch die Bettung hervorgerufene Wirkung als Linienlast q*(2)
betrachtet werden kann, deren Intensitdt proportional zur
Absenkung v(2) ist (Hypothese von Winkler/Zimmermann). } TR
Als Proportionalitdtsfaktor wird die sogenannte Bettungsziffer zZ
k(2) eingefiihrt (Materialwert, der durch Versuche ermittelt

wird). Reaktion der Bettung
bei der Verformung:

k(z)

Dann ist in die Differentialgleichung der Biegelinie 4. Ord- _ -
nung fur den geraden Tréger als Linienlast die Differenz Z

q(z) - q'(z2) = q(2) - k(z)v(z)

einzusetzen, und es ergibt sich die Differentialgleichung fur
die Verformung des elastisch gebetteten Tragers q*(z) = k(z) v(z)

a2 El(z)m} Sk V() = q()

dz? dz*

Fir den Spezialfall eines Abschnitts mit konstanter Bettungsziffer k(z) = k,, konstanter Biegesteifigkeit
El(2 = El, und Linienlast q(Z) = g, ermittle man die allgemeine Lésung dieser Differentialgleichung.

Aufgabe 12.7  Die Verformung des nebenstehend skizzierten Krag- q
tragers wird durch folgendes Randwertproblem be- 0
schrieben:
%
EIV" = 2,
v(0) =0 z EI
v/(0) =0
V//(l) =0 ! 1
v’ =0

Die L&nge | wird (sehr grob) in vier dquidistante Abschnitte unterteilt,
und fur die Punkte 1 bis 4 ist die Differentialgleichung durch vier
Differenzengleichungen anzunahern. Diese sind durch vier weitere % TR TR i
Gleichungen zu ergdnzen, die sich aus den Randbedingungen ergeben.

g
g

a) Die Naherungswerte fur die Verschiebungen der Punkte 1 bis 4,
die sich aus der L6sung des Gleichungssystems ergeben, sind mit
der exakten Losung des Randwertproblems zu vergleichen.

b) Man ermittle Naherungswerte fiir die Biegemomente an den Punkten 1 bis 4 und an der Einspannstelle,
indem man in der Differentialbeziehung
M, = -EIV'

die zweite Ableitung ebenfalls durch die entsprechende Differenzenformel ersetzt.
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Aufgabe 12.8  Die Genauigkeit der Ndherungslésung nach dem Differenzenverfahren kann durch feinere Dis-
kretisierung wesentlich verbessert werden. Neben dem Nachteil erhdhten Aufwands fur die L6-
sung groBer linearer Gleichungssysteme ergibt sich auch die Gefahr, dafl bei zu feiner Einteilung (und ent-
sprechend groRem Gleichungssystem) durch die unvermeidlichen Rundungsfehler das Ergebnis wieder schlechter
wird. Mit dem Randwertproblem der Aufgabe 12.7 sind deshalb "numerische Experimente” durchzufihren:

a) Mit immer feiner werdender Unterteilung ist zu verfolgen, wie sich die Ldsung verbessert. Bei welcher
Anzahl von Abschnitten, in die die L&nge unterteilt wird, wird das Ergebnis wieder schlechter?

b) Andert sich das Ergebnis dieser Untersuchung, wenn der Triger am rechten Rand zusétzlich durch ein
Loslager gestitzt wird?

Aufgabe 12.9  Es ist ein Programm zu schreiben, das

ein Gleichungssystem nach dem Diffe-
renzenverfahren fiir die Verformungsberechnung des skiz-
zierten elastisch gebetteten Tragers erzeugt. Die Feinheit 7] | [ [ i i
der Diskretisierung (N Abschnitte) und die konstanten Pro-
blemparameter

9

T AN

1 4 k EI
o” und L2
EI EI

sollen als Eingabewerte eingelesen werden.

Das Gleichungssystem ist in der Form auf einem File ab-
zulegen, dal? es vom Programm MLINEQ des Programmsystems CAMMPUS eingelesen werden kann.

Aufgabe 12.10 Mit Hilfe des EULER-CAUCHY-Verfahrens ist im Bereich 0 < x < 5 das folgende Anfangs-
wertproblem zu l6sen:

yo=—r ;o y(0) =1
X +/ x2 + y2
(Bestimmung des Querschnitts eines Spiegels, der paralleles Licht so ablenkt, daB alle Lichtstrahlen durch den
Nullpunkt gehen, mit der zusétzlichen Bedingung, daf y(x) durch den Punkt (0;1) verléuft, vgl. Aufgabe 12.2).

a) Man rechne mit den Schrittweiten h, =1; h, =0,1; hy=0,01; h, = 0,001 und vergleiche die Ergeb-
nisse fur y(5) mit den Werten der exakten Ldsung.

b) Welche Probleme sind aus der Kenntnis der exakten Lésung des Anfangswertproblems flr die numerische
Ldosung mit einer negativen Schrittweite zu erwarten?

Aufgabe 12.11 Ein schlanker Stab mit der Masse m und der Lange | ist

in A drehbar gelagert (Massentragheitsmoment beziig-
lich des Punktes A: J, = m 12/3). Er wird um den Winkel ¢, ausgelenkt
und zum Zeitpunkt t, = O ohne Anfangsgeschwindigkeit freigelassen.
Gegeben: | ; ¢, .
Bei Vernachlassigung von Bewegungswiderstdnden wird die Schwingung
durch folgendes Anfangswertproblem beschrieben:

38

¢=—Esintp ;o e(=0)=¢, ; ¢1=0)=0

a) Es ist ein Programm zu schreiben, mit dem ndherungsweise nach dem Verfahren von EULER-CAUCHY
die Funktion ¢(t) ermittelt wird. Eingabewerte sollen die Anfangsauslenkung ¢, und die Schrittweite At fiir
die numerische Integration sowie die Anzahl der auszufuhrenden Integrationsschritte sein.

b) Mit mindestens zwei (Uberpriifbaren) Testrechnungen sind die Richtigkeit des Programms und die Qualitat
der N&herung zu testen.
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Aufgabe 12.12 Fr das Anfangswertproblem der Aufgabe 12.11 ist ein Programm zu schreiben, das nach dem

b)

Pradiktor-Korrektor-Verfahren von HEUN mit drei Korrektorschritten pro Integrationsschritt
naherungsweise die Funktion ¢(t) berechnet.

Fir eine Anfangsauslenkung von ¢, =12 sind 5 volle Schwingungen durchzurechnen, und fur die
Schrittweiten At; =0,1s, At, =0,01s und Aty = 0,001 s ist zu liberpriifen, ob die Anfangsauslenkung
exakt wieder erreicht wird. Die Ergebnisse sind mit den entsprechenden Werten zu vergleichen, die sich aus
einer Rechnung mit dem Programm der Aufgabe 12.11 ergeben.

Das Programm ist so zu modifizieren, dal es Werte der Funktion w(¢,) (Eigenkreisfrequenz der Schwin-
gung in Abhéngigkeit von der Anfangsauslenkung) im Intervall O < ¢, < Tt ermittelt. Fir jeden Wert ist
auch der relative Fehler auszugeben, der sich bei der blichen Linearisierung des Problems fir "kleine

Ausschldge™ ergeben wiirde.

Aufgabe 12.13 Ein Gleitstein mit der Masse m kann auf einer vertikalen Fuh-

rung reibungsfrei gleiten. Er ist durch eine Feder gefesselt, die
im entspannten Zustand die Lange b hat. Der Gleitstein wird um x, ausgelenkt und
zum Zeitpunkt t, = 0 ohne Anfangsgeschwindigkeit freigelassen.

Mit der dimensionslosen Koordinate & =x/a wird die Bewegung durch das c
folgende Anfangswertproblem beschrieben:
. - > b £
E- 8- L2(1ig-2 ; i
a mg a 2 T
el i '|
E(1=0) =xp/a 5 E@=0)=0 . m
1
Man ermittle numerisch fir das Intervall 0 <t < 10 s die Bewegungsgesetze &(t) i
fur die Anfangsauslenkungen Eo=Xy/a=-5;-4;-44923; - 44922 7
und die Parameter ca/(mg)=1; b/a=4; g/la=981s

Aufgabe 12.14 Das skizzierte System mit zwei

Freiheitsgraden wird durch eine
periodisch veranderliche Kraft F(t) belastet (Lange
der entspannten Feder: 1). Die Lagen der Masse m
und der Scheibe (mit dem Massentrdgheitsmoment J)
werden durch die dimensionslosen Koordinaten
g,=x/1, q,=¢ beschrieben. Mit der "dimen-
sionslosen Zeit" 1= Qt (die Punkte tber den di-
mensionslosen Koordinaten stehen fir die Ableitun-
gen nach dieser dimensionslosen Zeit) wird das System durch folgende Differentialgleichungen beschrieben:

c A-1

.. R .
G, = ———— (B - —cosq,) + Ssint
' oma? A l : mlQ*
2 _
G, = - mR”_c 4 1Bsinq2 mit

l

2
A

-q,

J

Fur das Intervall 0 <t < 15 ist das Bewegungsgesetz numerisch zu ermitteln.
Gegeben: c/(MQ?)=10; mR?*/J=2; R/1=5/13; Fo/(mIQ?)=2.
Anfangsbedingungen:

(t=0) =1+ R_ 1(R)“

1+ 1—;(1 - cosq,) - 4,

2
e o et

(11(1:0) = ]

q,(t=0) = 5 ¢,(1=0) =4,(x=0) =0
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Aufgabe 12.15

Ein Doppelpendel wird durch die beiden
Pendelmassen m; und m,, die auf die jeweili-
gen Schwerpunkte bezogenen Massentrag-
heitsmomente Jg; und Jg,, die Schwerpunki-
abstande von den Drehpunkten s, und s, und
dem Abstand |, der beiden Drehpunkte von-
einander bestimmt.

Die freie Schwingung dieses Systems mit
zwei Freiheitsgraden wird durch das folgende
Differentialgleichungssystem beschrieben:

2
K J m m, s
1 si .. 2 52
[l— * 5t ¢, + —l—coswl—cpz)
1 mly M my 4
m, s,
m, [

171

m2 S2
— —=cos(@, -~ ¢,)
m, [

+

b

222 .2

= (31 Sm((p1 -

m, [

= - 222 ¢isin(g, - @,) —[

2
m, (s J
2[_2 . $2
2
m\ L m, 1
m, s

S m
_l + _2 ﬁ SiIl (pl
[ m, ) [

1 1

a) Fir das Programm MCALCU aus dem Programmsystem CAMMPUS ist das Differentialgleichungssystem
(als System 1. Ordnung mit 4 Differentialgleichungen) zu definieren (die 0. g. GréRen sollen als Problempa-

rameter durch Konstanten mit Namen einflieRen).

b) Fur den nebenstehend skizzierten Spzialfall (zwei schlanke
Stébe gleicher Masse und gleicher L&nge) sind die Funktionen
$,(t) und ¢,(t) im Intervall 0 <t < 10 s zu ermitteln. Dabei
sollen (wie skizziert) die Anfangsbedingungen

P, (r=0)
$,(r=0)

/2 ; 0,(t=0) =0 R
0 ; $,(t=0) =0

verwendet werden. In mehreren Programmldufen ist die Anzahl
von Zeitschritten zu ermitteln, mit denen die Ergebnisse im be-
trachteten Intervall ausreichend genau werden. Es sind folgende
Zahlenwerte zu verwenden:

myfm, = 1 s Jg/(m 17y = 1/12
gll, =981s2  Jg,/(m1}) =1/12

<
—
b:
=12
1/2



